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Íà îñíîâå àëãîðèòìà Âàíãà-Ëàíäàó ìåòîäîì Ìîíòå-Êàð-
ëî ïðîâåäåí ýíåðãåòè÷åñêèé àíàëèç ìàãíèòíûõ ñòðóêòóð îñ-
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòî-
ÿíèé ñïèíà q = 4 íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ñ ó÷åòîì îáìåí-
íûõ âçàèìîäåéñòâèé ïåðâûõ J1 è âòîðûõ J2 áëèæàéøèõ ñîñå-
äåé. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ âåëè÷èíû âçàèìîäåéñòâèÿ
âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé â èíòåðâàëå −2.0 ≤ J2 ≤ 0.0.
Îïðåäåëåíû ìàãíèòíûå ñòðóêòóðû îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû âçàèìîäåéñòâèÿ âòîðûõ áëè-
æàéøèõ ñîñåäåé. Îáíàðóæåíî, ÷òî èçìåíåíèå âåëè÷èíû âçàè-
ìîäåéñòâèÿ âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé â äàííîé ìîäåëè ïðè-
âîäèò ê èçìåíåíèþ ìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ.

Áèáëèîãðàôèÿ: 13 íàçâàíèé.

Based on the Wang-Landau algorithm, the Monte Carlo me-
thod was used to perform an energy analysis of the magnetic
structures of the ground state of the two-dimensional Potts mo-
del with the number of spin states q = 4 on a triangular lattice,
taking into account the exchange interactions of the �rst J1 and
second J2 nearest neighbors. The studies were carried out for
the value of the interaction of the second nearest neighbors in
the interval −2.0 ≤ J2 ≤ 0.0. The magnetic structures of the
ground state are determined for di�erent values of the interaction
of the second nearest neighbors. It is found that a change in the
magnitude of the interaction of the second nearest neighbors in
this model leads to a change in the magnetic ordering.
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Ââåäåíèå

Ìîäåëü Ïîòòñà îïèñûâàåò áîëüøîé êëàññ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
ñèñòåì: ñëîèñòûå ìàãíåòèêè, ïëåíêè æèäêîãî ãåëèÿ, ñâåðõïðîâîäÿ-
ùèå ïëåíêè, àäñîðáèðîâàííûå ïëåíêè è äð. Â ýòèõ ñèñòåìàõ èç-çà êîí-
êóðåíöèè îáìåííûõ âçàèìîäåéñòâèé, ãåîìåòðè÷åñêèõ èëè ýíåðãåòè÷å-
ñêèõ îãðàíè÷åíèé ìîãóò âîçíèêàòü ôðóñòðàöèè. Ìàãíèòíûå ìàòåðèàëû,
èìåþùèå òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó, âñëåäñòâèå îñîáîé ãåîìåòðèè, ñèëüíî
ôðóñòðèðîâàíû, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ôèçè÷åñêèì ñâîéñòâàì òà-
êèõ ìàòåðèàëîâ [1�3].

Â äàííîé ðàáîòå íàìè èçó÷àåòñÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü Ïîòòñà íà òðå-
óãîëüíîé ðåøåòêå ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4. Ýòà ìîäåëü äîâîëü-
íî óíèêàëüíà è äî ñèõ ïîð ìàëîèçó÷åíà [4]. Èññëåäîâàíèå äâóìåðíîé
ìîäåëè Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4 íà òðåóãîëüíîé ðåøåò-
êå ñ êîíêóðèðóþùèìè îáìåííûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ïåðâûõ è âòîðûõ
áëèæàéøèõ ñîñåäåé â ëèòåðàòóðå ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àåòñÿ. Êîíêó-
ðåíöèÿ îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â äàííîé ìîäåëè ìîæåò ïðèâåñòè ê
ôðóñòðàöèè, âûðîæäåíèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîÿâëåíèþ íîâûõ ìàã-
íèòíûõ ñòðóêòóð îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå âëèÿòü íà åãî òåðìîäè-
íàìè÷åñêèå ñâîéñòâà [5]. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â äàííîé ðàáîòå íàìè ïðåäïðè-
íÿòà ïîïûòêà íà îñíîâå àëãîðèòìà Âàíãà-Ëàíäàó ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî
(ÌÊ) ïðîâåñòè ýíåðãåòè÷åñêèé àíàëèç ìàãíèòíûõ ñòðóêòóð îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4
íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ñ ôåððîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì ïåðâûõ è
àíòèôåððîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ äëÿ ìî-
äåëè Ïîòòñà ñ q = 4 ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ âåëè÷èíû àíòèôåð-
ðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Èç äàííûõ,
ïîëó÷åííûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, íåëüçÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çà-
êîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ôðóñòðèðîâàííîé ìîäåëè
Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4 è ýòè âîïðîñû äî ñèõ ïîð îñòà-
þòñÿ îòêðûòûìè. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ ìå-
òîäîâ è èäåé, ÷òî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü îòâåò íà ðÿä âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ
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ñ ôèçèêîé ôðóñòðèðîâàííûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåçóëüòàòû

Ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4 ñ ó÷å-
òîì âçàèìîäåéñòâèé ïåðâûõ è âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåì âèäå:

H = −J1
∑

⟨i,j⟩,i ̸=j

δi,j − J2
∑

⟨i,k⟩,i ̸=k

δi,k, (1)

ãäå J1 è J2 � ïàðàìåòðû îáìåííûõ ôåððî- (J1 > 0) è àíòèôåððîìàã-
íèòíîãî (J2 < 0) âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïåðâûõ è âòîðûõ
áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Ñõåìàòè÷åñêîå è ñèìâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè ïðèâåäåíî íà ðè-
ñóíêå 1. Íà âñòàâêå ïîêàçàíî ñèìâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êàæäîãî èç
÷åòûðåõ çíà÷åíèé ñïèíà. Íà ðèñóíêå òàêæå ïðåäñòàâëåíû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó ïåðâûìè J1 è âòîðûìè J2 áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè.

Ðèñ. 1: Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè Ïîòòñà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêèå ñèñòåìû íà îñíîâå ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ãà-
ìèëüòîíèàíîâ óñïåøíî èçó÷àþòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ÌÊ [6�11]. Â ïîñëåä-
íåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíî ìíîãî íîâûõ âàðèàíòîâ àëãîðèòìîâ ìåòîäà ÌÊ.
Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì
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ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Âàíãà - Ëàíäàó ìåòîäà ÌÊ [12, 13], îñîáåííî â íèç-
êîòåìïåðàòóðíîé îáëàñòè. Ïîýòîìó íàìè, â äàííîì èññëåäîâàíèè áûë
èñïîëüçîâàí ýòîò àëãîðèòì.

Â àëãîðèòì Âàíãà-Ëàíäàó íàìè áûëè âíåñåíû äîïîëíåíèÿ, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò âûÿñíèòü ìàãíèòíóþ ñòðóêòóðó îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû. Áîëåå ïîäðîáíî àëãîðèòì Âàíãà - Ëàíäàó èçëîæåí â ðàáîòàõ [6].
Äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ ïðè ëþáîé òåìïåðàòóðå. Â ÷àñòíîñòè, âíóòðåííþþ ýíåðãèþ
U , ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F , òåïëîåìêîñòü C è ýíòðîïèþ S ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

U(T ) =

∑
E Eg(E)e−E/kBT∑
E g(E)e−E/kBT

=< E >T , (2)

F (T ) = −kBT ln

(∑
E

g(e)e−E/kBT

)
, (3)

C = (NK2)
(
⟨U 2⟩ − ⟨U⟩2

)
, (4)

S(T ) =
U(T )− F (T )

T
, (5)

ãäå K = |J1| /kBT , N � ÷èñëî ìàòðèö, T � òåìïåðàòóðà (çäåñü è äà-
ëåå òåìïåðàòóðà äàíà â åäèíèöàõ |J1| /kB), U � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ (U
ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé âåëè÷èíîé).

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñ-
ëîâèÿìè è ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè L× L = N , L = 12÷ 120 â äèàïàçîíå
−2.0 ≤ J2 ≤ 0.0..

Íà ðèñ. 2a ïðåäñòàâëåíà ìàãíèòíàÿ ñòðóêòóðà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
äëÿ J2 = 0. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ôåððîìàãíèòíûì, â êîòîðîì
âñå ñïèíû îðèåíòèðîâàíû âäîëü îäíîãî èç ÷åòûðåõ íàïðàâëåíèé � ñè-
ñòåìà ÷åòûðåõêðàòíî âûðîæäåíà. Òàêàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ â èíòåð-
âàëå −0.4 ≤ J2 ≤ 0. Íà ðèñóíêå 2b ïðèâåäåíû ìàãíèòíûå ñòðóêòóðû
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ J2 = −0.5. Êàê âèäíî íà ðèñóíêå ïðî-
èñõîäèò íàðóøåíèå ôåððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Íàáëþäàþòñÿ ïî-
ëîñîâûå ñòðóêòóðû ðàçíîé øèðèíû. Íà ðèñóíêå 2c ïðèâåäåíû ìàãíèò-
íûå ñòðóêòóðû îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ J2 = −0.7. Íà ðèñóíêå
íàáëþäàþòñÿ ïîëîñîâûå ñòðóêòóðû, ïðè÷åì ýòè ñòðóêòóðû ìîãóò îò-
ëè÷àòüñÿ íàïðàâëåíèåì ïîëîñ. Òàêàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ â èíòåðâàëå
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−1 ≤ J2 < −0.5. Äëÿ ñëó÷àÿ J2 = −1 (ðèñ. 2d) íàáëþäàåòñÿ íàðóøåíèå
ìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ òèïà ïîëîñîâûõ ñòðóêòóð. Â ñèñòåìå íà ôîíå
ïîëîñîâûõ ñòðóêòóð âîçíèêàþò îáëàñòè ñ òðèïëåòíûì óïîðÿäî÷åíèåì. Â
èíòåðâàëå −2.0 ≤ J2 ≤ −1 (ðèñ. 2e, 2f) â ñèñòåìå âîçíèêàþò òðèïëåòíûå
è ñòðàéïîâî-òðèïëåòíûå ñòðóêòóðû.

Äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî àíàëèçà ìàãíèòíûõ ñòðóêòóð îñíîâíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ íàìè îòìå÷åíû óçëû íà ðåøåòêå ðàçìåðàìè 12x12, ïðèâåäåííîé
íà ðèñóíêå 2. Êàæäûé óçåë èìååò 6 áëèæàéøèõ ñîñåäåé è 6 ñëåäóþùèõ
áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ýíåðãåòè÷åñêèé âêëàä óçëà i îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

Ei =
J1
2

∑
j

δi,j −
J2
2

∑
k

δi,k = −J1
2
n− J2

2
m, (6)

ãäå n � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé, èìåþùèõ òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è
äàííûé ñïèí, m � ÷èñëî ñëåäóþùèõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé, èìåþùèõ òî
æå ñàìîå çíà÷åíèå.

Â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû è ïîëîæåíèÿ ñïèíà íà ðåøåòêå âîçìîæ-
íû ñëåäóþùèå âàðèàíòû, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêå 2:

1. Âñå ñîñåäè ñïèíà èìåþò òî æå ñàìîå çíà÷åíèå (n = 6 è m = 6).

2. Ñïèí íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå äâóõ øèðîêèõ ïîëîñ (n = 4 è m = 3).

3. Ñïèí íàõîäèòñÿ íà âòîðîé ëèíèè îò ãðàíèöû äâóõ øèðîêèõ ïîëîñ
(n = 6 è m = 5).

4. Ñïèí â ñòðàéïîâîé ñòðóêòóðå ñ øèðèíîé 2 ïîëîñû (n = 4 èm = 2).

5. Ëþáîé èç óçëîâ íà òðèïëåòíîé ñòðóêòóðå (n = 2 è m = 0).

6. Ëþáîé èç óçëîâ íà òðèïëåòíîé ñòðóêòóðå (n = 2 è m = 0).

7. Ñïèíû íà ðåøåòêå ñ ôðóñòðàöèÿìè èìåþò ñëó÷àéíîå ÷èñëî n è m.

Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ýòèõ óçëîâ îò âåëè÷èíû J2 ïðèâåäåíà íà ðèñóí-
êå 3 (çäåñü è äàëåå ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò ðàçìåðîâ
ñèìâîë, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòåé). Â çàâèñèìîñòè
îò ñòðóêòóðû îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìà ìîæåò ñîäåðæàòü ðàçíîå êî-
ëè÷åñòâî óçëîâ òèïà 1-7. Ñòðóêòóðû, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêå 2 äëÿ ðå-
øåòêè 12x12 ñîäåðæàò:
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(a) −0.5 ≤ J2 (b) J2 = −0.5 (c) −1 < J2 < −0.5

(d) J2 = −1 (e) J2 ≤ −1 (f) J2 ≤ −1

Ðèñ. 2: Êîíôèãóðàöèÿ ñïèíîâ â îäíîì èç îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé, ðåàëèçó-
åìûõ â ñèñòåìå ïðè J1 = 1 è ðàçëè÷íûõ J2.

(a) âñå 144 ñïèíà òèïà 1;

(b) 96 ñïèíà òèïà 1, 24 ñïèíà òèïà 2, 24 ñïèíà òèïà 3. Ïðè íàëè÷èè
â ñèñòåìå íåñêîëüêèõ ïîëîñ äàííîå ñîîòíîøåíèå ñïèíîâ ìîæåò ìå-
íÿòüñÿ, ïðè ýòîì âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà ÷èñëà óç-
ëîâ òèïà 2 è òèïà 3;

(c) âñå 144 ñïèíà òèïà 4;

(d) âñå 144 ñïèíà òèïà 7. Ôðóñòðèðîâàííîå íåóïîðÿäî÷åííîå ñîñòîÿ-
íèå;

(e) âñå 144 ñïèíà òèïà 5;

(f) âñå 144 ñïèíà òèïà 5 èëè 6.

Ýíåðãåòè÷åñêèé àíàëèç ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ñïèíîâ îñíîâíûõ
ñîñòîÿíèé ïðè J1 = 1 è ðàçëè÷íûõ J2 èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 4. Òàêèì
îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû J2 ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûìè ÿâëÿ-
þòñÿ:
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Ðèñ. 3: Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè Ïîòòñà.

−0.5 ≤ J2 � a
J2 = −0.5 � a, b, c
−1 ≤ J1 ≤ −0.5 � c
J2 = −1 � c, d, e, f
J2 ≤ −1 � e, f.

Ðèñ. 4: Ýíåðãåòè÷åñêèé àíàëèç ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ñïèíîâ îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ.
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Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíèå ìàãíèòíûõ ñòðóêòóð îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ äâóìåðíîé ìîäåëè Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà
q = 4 íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèé ïåðâûõ è âòî-
ðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé âûïîëíåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Âàíãà-
Ëàíäàó ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Îïðåäåëåíû ìàãíèòíûå ñòðóêòóðû îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû âçàèìîäåéñòâèÿ âòî-
ðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Îáíàðóæåíî, ÷òî èçìåíåíèå âåëè÷èíû âçàè-
ìîäåéñòâèÿ âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé â äàííîé ìîäåëè ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèþ ìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Ïðîâåäåí ýíåðãåòè÷åñêèé àíàëèç
ìàãíèòíûõ ñòðóêòóð îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.
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