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Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4 íà
òðåóãîëüíîé ðåøåòêå

Íà îñíîâå àëãîðèòìà Âàíãà-Ëàíäàó ìåòîäîì Ìîíòå-Êàð-
ëî âûïîëíåíû èññëåäîâàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ äâó-
ìåðíîé ìîäåëè Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4 íà
òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèé ïåðâûõ è âòî-
ðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò àíòèôåððîìàã-
íèòíûõ âçàèìîäåéñòâèé âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé ïðèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ ôðóñòðàöèè.

Áèáëèîãðàôèÿ: 11 íàçâàíèé.

Based on the Wang-Landau algorithm, the Monte Carlo

method is used to study the thermodynamic properties of the

two-dimensional Potts model with the number of spin states

q = 4 on a triangular lattice, taking into account the interac-

tions of the �rst and second nearest neighbors. It is shown that

taking into account antiferromagnetic interactions of the second

nearest neighbors leads to frustration.
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Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå ýôôåêòîâ ôðóñòðàöèè â ñïèíîâûõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëÿõ
ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé. Èíòå-
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ðåñ ê òàêèì ñèñòåìàì îáóñëîâëåí áîãàòîé ïðèðîäîé ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ
(ÔÏ) è îñîáåííîñòüþ èõ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî è êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.
Ôðóñòðàöèè ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû êîíêóðèðóþùèìè îáìåííûìè âçà-
èìîäåéñòâèÿìè, êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò ñèñòåìå îäíîâðåìåííî ìèíèìèçè-
ðîâàòü âñå åå ëîêàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, à â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ
ìîæåò ïðèâåñòè ê áåñêîíå÷íî âûðîæäåííîìó îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ [1,2].

Èíòåðåñ ê äâóìåðíîé ôåððîìàãíèòíîé ìîäåëè Ïîòòñà íà òðåóãîëü-
íîé ðåøåòêå îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ó÷åò àíòèôåððîìàãíèòíûõ âçàèìî-
äåéñòâèé âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ
ôðóñòðàöèé. Èç äàííûõ, ïîëó÷åííûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, íåëüçÿ îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëèòü õàðàêòåð ÔÏ è çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ òåðìî-
äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôðóñòðèðîâàííîé ìîäåëè Ïîòòñà íà òðåóãîëü-
íîé ðåøåòêå ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4 è ýòè âîïðîñû äî ñèõ ïîð
îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàìè íà îñíîâå ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî (MÊ) ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîé
ìîäåëè íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ è èäåé, ÷òî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü
îòâåò íà ðÿä âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèðîäîé ôðóñòðèðîâàííûõ ñïèíî-
âûõ ñèñòåì.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåçóëüòàòû

Â äàííîé ðàáîòå, íàìè ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà íà îñíîâå ìåòîäà ÌÊ
ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ äâóìåðíîé ìîäåëè
Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4 íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ñ ôåð-
ðîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì ïåðâûõ è àíòèôåððîìàãíèòíûì âçàèìî-
äåéñòâèåì âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4 ñ ó÷å-
òîì âçàèìîäåéñòâèé ïåðâûõ è âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåì âèäå:

H = −J1
∑
i,j

cos θi,j − J2
∑
i,k

cos θi,k, (1)

ãäå J1 è J2 � ïàðàìåòðû îáìåííûõ ôåððî- (J1 > 0) è àíòèôåððîìàã-
íèòíîãî (J2 < 0) âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïåðâûõ è âòîðûõ
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áëèæàéøèõ ñîñåäåé, θi,j, θi,k � óãëû ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñïè-
íàìè Si − Sj è Si − Sk; r = |J2/J1| � âåëè÷èíà âçàèìîäåéñòâèÿ âòîðûõ
áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Â ïîñëåäíèå ãîäû òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ôðóñòðèðîâàííûõ
ñïèíîâûõ ñèñòåì íà îñíîâå ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ äîâîëü-
íî óñïåøíî èçó÷àþòñÿ ìåòîäàìè ÌÊ [3�9]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàçðàáî-
òàíî ìíîãî íîâûõ âàðèàíòîâ àëãîðèòìîâ ìåòîäà ÌÊ. Îäíèì èç íàèáî-
ëåå ýôôåêòèâíûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì
Âàíãà-Ëàíäàó [10,11], îñîáåííî â íèçêîòåìïåðàòóðíîé îáëàñòè.

Àëãîðèòì Âàíãà-Ëàíäàó áûë èñïîëüçîâàí íàìè â ñëåäóþùåì âèäå:
Çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñïèíîâ. Ñòàðòîâûå

çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé g(E) = 1, ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèé
ïî ýíåðãèÿì H(E) = 0, ñòàðòîâûé ìîäèôèêàöèîííûé ôàêòîð f = f0 =
e1 ≈ 2.71828. Ìíîãîêðàòíî ñîâåðøàåì øàãè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå,
ïîêà íå ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî ïëîñêóþ ãèñòîãðàììó H(E) (ò.å. ïîêà
íå áóäóò ïîñåùåíû ïðèìåðíî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ðàç âñå âîçìîæíûå
ýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû). Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç
ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé E1 â ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé E2 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå p = g(E1)/g(E2). Åñëè ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé E2 ñîñòîÿëñÿ,
òî g(E2)→ f × g(E2), H(E2)→ H(E2) + 1, èíà÷å g(E +1)→ f × g(E1),
H(E1)→ H(E1)+1. Åñëè ãèñòîãðàììà ñòàëà ¾ïëîñêîé¿ òî îáíóëÿåì ãè-
ñòîãðàììó H(E)→ 0, óìåíüøàåì ìîäèôèêàöèîííûé ôàêòîð f →

√
f , è

ïðîäîëæàåì ñíîâà, ïîêà f ≥ fmin. Â íàøåì ñëó÷àå fmin = 1.0000000001.
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèâ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ìîæíî ðàññ÷è-
òàòü çíà÷åíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðè ëþáîé òåìïåðàòóðå.
Â ÷àñòíîñòè, âíóòðåííþþ ýíåðãèþ U , ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F , óäåëüíóþ
òåïëîåìêîñòü C è ýíòðîïèþ S ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå
âûðàæåíèÿ:

U(T ) =

∑
E Eg(E)e

−E/kBT∑
E g(E)e

−E/kBT
≡ 〈E〉T , (2)

F (T ) = −kBT ln

(∑
E

g(E)e−E/kBT

)
, (3)

C =

(
(|J1|/kBT )2

N

)(
〈U 2〉 − 〈U〉2

)
, (4)
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S(T ) =
U(T )− F (T )

T
, (5)

ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö, T � òåìïåðàòóðà (çäåñü è äàëåå òåìïåðàòóðà äàíà
â åäèíèöàõ |J1|/kB).

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè è ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè L× L = N , L = 12÷ 120.

Ðèñ. 1: Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé g(E) ïðè r = 1.0.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé g(E) äëÿ ñèñòåì ñ ðàç-
ëè÷íûìè ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè L äëÿ r = 1.0. Ýíåðãèÿ íà ðèñóíêå è
äàëåå ïðèâåäåíà â åäèíèöàõ |J1|. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïëîòíîñòü ñî-
ñòîÿíèé g(E) çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ñè-
ñòåìû. Òàêîå ïîâåäåíèå ñâÿçàíî ñ âûðîæäåíèåì îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü ïðè r = 1.0 ñòàíîâèò-
ñÿ ñèëüíî ôðóñòðèðîâàííîé. Äëÿ äàííîé ìîäåëè îáëàñòü ôðóñòðàöèé
(îáëàñòü, â êîòîðîé êîíêóðåíöèÿ îáìåííûõ âçàèìîäåéñòâèé ïðèâîäèò ê
ðàçðóøåíèþ óïîðÿäî÷åíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ) íàõîäèòñÿ íà èíòåðâà-
ëå 0.5 ≤ r < 1. Ïðè ýòîì òî÷êà r = 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñèëüíîé
ôðóñòðàöèè.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ýíòðîïèè S äëÿ
ñèñòåì ñ ðàçëè÷íûìè ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè ïðè r = 1.0 (çäåñü è äàëåå
ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò ðàçìåðîâ ñèìâîë, èñïîëüçî-
âàííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòåé). Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷å-
íèåì òåìïåðàòóðû ýíòðîïèÿ äëÿ âñåõ ñèñòåì ñòðåìèòñÿ ê òåîðåòè÷åñêè
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Ðèñ. 2: Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ýíòðîïèè S ïðè r = 1.0.

ïðåäñêàçàííîìó çíà÷åíèþ ln4. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, áëèçêèõ ê àá-
ñîëþòíîìó íóëþ, ýíòðîïèÿ íå ìåíÿåòñÿ ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè ñèñòåìû
è ñòðåìèòñÿ ê íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ (S0/N = 0.441(2)). Íåíóëåâàÿ îñòà-
òî÷íàÿ ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûðîæäåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Òàêîå ïîâåäåíèå ýíòðîïèè ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçíèêíîâåíèè â ñèñòåìå
ôðóñòðàöèé.

Ðèñ. 3: Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè C ïðè r =
1.0.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè C îò
òåìïåðàòóðû äëÿ r = 1.0, ïîëó÷åííûå ïðè ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ðàç-
ìåðàõ ñèñòåìû. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òåïëîåìêîñòè íàáëþäàåòñÿ íåîáû÷-
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íîå ïîâåäåíèå, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ÿðêî âûðàæåííî-
ãî ïèêà. Ìàêñèìóìû òåïëîåìêîñòè â äàííîì ñëó÷àå âìåñòî îñòðûõ λ-
îáðàçíûõ ïèêîâ èìåþò ñãëàæåííûå ïèêè. Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî òåìïå-
ðàòóðíûå çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè íå çàâèñÿò îò ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ
ñèñòåìû, ïðè÷åì ýòè ìàêñèìóìû â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ïðèõîäÿòñÿ
íà îäíó è òó æå òåìïåðàòóðó äàæå äëÿ ñèñòåì ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíè-
åì L. Òàêàÿ êàðòèíà òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè îáû÷íî
íàáëþäàåòñÿ äëÿ ôðóñòðèðîâàííûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì. Èçâåñòíî, ÷òî â
òî÷êå ôðóñòðàöèè ïîÿâëÿåòñÿ ñãëàæåííûé ïèê è ïîëîæåíèå ìàêñèìó-
ìà ýòîãî ïèêà çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ r, íî åãî âåëè÷èíà ïðè èçìåíåíèè
L îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé. Èñõîäÿ èç ýòîãî ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî çíà÷åíèå r = 1.0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ôðóñòðàöèè. Äàííûå ýòîé
ðàáîòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â òî÷êå ôðóñòðàöèè â èññëåäóåìîé ìîäåëè ÔÏ
îòñóòñòâóåò. Äëÿ àíàëîãè÷íîé ìîäåëè íà ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêå [10,11]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè r = 1.0 íàáëþäàåòñÿ ÔÏ ïåðâîãî ðîäà.

Çàêëþ÷åíèå

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ äâóìåð-
íîé ìîäåëè Ïîòòñà ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ñïèíà q = 4 íà òðåóãîëüíîé
ðåøåòêå ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèé ïåðâûõ è âòîðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé
âûïîëíåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Âàíãà-Ëàíäàó ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò àíòèôåððîìàãíèòíûõ âçàèìîäåéñòâèé âòî-
ðûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé ïðèâîäèò ê ôðóñòðàöèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çíà-
÷åíèå r = 1.0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ôðóñòðàöèè äëÿ èññëåäóåìîé ìîäåëè.
Ïîêàçàíî, ÷òî â òî÷êå ôðóñòðàöèè â äàííîé ìîäåëè ôàçîâûé ïåðåõîä
îòñóòñòâóåò.
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